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Aufgabe 1. Kleinaufgaben [8 Punkte]

a. Sei k ein Parameter und »n die Eingabegrofle. Welche der folgenden Laufzeiten machen ein
Problem fixed-parameter-tractable? Begriinden Sie Ihre Antwort jeweils kurz.

1. O(VK2-n™)

2. O(nlogn . k6. p1-387536)

3. O(k-n'ogk)

[3 Punkte]

Losung

Ein parametrisiertes Problem I1 hei3t fixed-parameter-tractable, wenn es einen Losungsalgo-
rithmus zu IT mit Laufzeit O(f(k) - p(n)) gibt. Dabei ist p ein Polynom, und f eine berechenbare
Funktion, die nur von k abhingt.

1. Ja, denn vVk2 héngt nur von k ab und »n” ist ein Polynom.

2. Nein, denn n'°2" ist kein Polynom.

3. Nein, denn 7'°¢* hingt von n und k ab.
Lésungsende
b. Geben Sie eine asymptotisch optimale untere Schranke fiir die Zahl der I/Os beim vergleichs-
basierten, externen Sortieren an. [1 Punkte]
Lésung
Q(5 (14 [logy /g 371) VOs, Vorlesungsfolie 270.
Lésungsende

c. Was ist der Unterschied zwischen Las Vegas und Monte Carlo Algorithmen? [1 Punkte]

Lésung

e Las Vegas: Ergebnis immer korrekt, Laufzeit ist Zufallsvariable.

e Monte Carlo: Laufzeit fest, Ergebnis mit bestimmter Wahrscheinlichkeit p inkorrekt.

Léosungsende
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Fortsetzung von Aufgabe 1

d. Was muss fiir die Kosten der Kanten in einem Graphen gelten, damit Bucket Queues als
Prioritétsliste in Dijkstras Algorithmus benutzt werden konnen? [1 Punkte]

Lésung

Alle Kosten miissen ganzzahlig und positiv sein.
(AuBerdem muss eine endliche, maximale Kantenldnge existieren. Dies ist bei explizit gegebe-
nen Graphen immer der Fall.)

Lésungsende
e. Gegeben sei die unten abgebildete Punktmenge. Tragen Sie die obere und untere Hiille dieser
Punkte in eines der Koordinatensysteme ein.
(Falls Sie beide Abbildungen benutzt haben, machen Sie deutlich, welche gewertet werden soll.)
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[2 Punkte]

Lésung
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Lésungsende

(weitere Teilaufgaben auf dem nichsten Blatt)
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Aufgabe 2. Algorithmen-Entwurf: Zusammenhang [11 Punkte]

Sei G = (V,E) ein zusammenhingender, ungerichteter Graph. Der Knoten eines Graphen wird
als Gelenkpunkt bezeichnet, wenn dessen Entfernen die Zahl der Zusammenhangskomponenten
erhoht.

a. Zeigen Sie, dass es in einem Graphen ohne Gelenkpunkte immer mindestens ein Knoten-
Paar (i, j);i, j € V gibt, so dass zwei Pfade P; = (i,...,j) und P, = (i,..., j) existieren, die bis
auf die Endpunkte knotendisjunkt sind, d.h.: PN P, = {i, j}. [3 Punkte]

Lésung

Sei v kein Gelenkpunkt und i und j zwei zu v benachbarte Knoten. Ein Weg zwischen i und
J geht offensichtlich iiber den Pfad P; = ((i,v), (v, j)). Wird v nun entfernt fallen auch diese
Kanten weg. G bleibt zusammenhingend sonst wire v ein Gelenkpunkt. Dies bedeutet, dass es
also einen weiteren Pfad P> zwischen i und j geben mufl und dass dieser disjunkt zu P; ist, da
Knoten v nicht mehr vorhanden ist.

Losungsende
b. Zeigen Sie in einem Graphen mit Gelenkpunkten die Existenz eines Knotens v, fiir den
folgendes gilt: Man kann einen Knoten w entfernen, so dass es von v aus keine Pfade mehr zu
mindestens der Hilfte der verbleibenden Knoten gibt. [3 Punkte]

Lésung

Anmerkung: Hier wird das Ergebnis aus Teilaufgabe a) angewendet.

Sei w ein Gelenkpunkt. Dann zerfillt G nach Wegnahme von v in zwei oder mehr Komponenten.
Eine Komponente K hat die minimale Anzahl von Knoten unter allen Komponenten. Da es
mindestens zwei Komponenten gibt und K die kleinere ist, kann K nicht mehr als |K| := M
Knoten besitzen. Wihlt man aus K einen Knoten v, so hat dieser offensichtlich zu weniger als
der Hilfte der verbleibenden Knoten einen Pfad.

Lésungsende

(Weitere Teilaufgaben auf dem nichsten Blatt)
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Fortsetzung von Aufgabe 2

c. Zeigen Sie, dass in einem zusammenhingenden, ungerichteten Graphen G = (V, E) stets ein
Knoten v existiert, so dass G nach Entfernen von v weiterhin zusammenhingend ist. [2 Punkte]

Lésung

Blitter aus einem Spannbaum konnen immer entfernt werden, ohne dass der zugrundeliegende
Graph zerfillt.

Lésungsende

(weitere Teilaufgaben auf dem nichsten Blatt)
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d. Vervollstindigen sie folgenden Algorithmus, der in Zeit O(V + E) alle Gelenkpunkte eines
Graphen berechnet. Schreiben Sie dazu, was die Funktionen init, root(s), traverse TreeEdge(v,w)
und backTrack(u,v) machen, in die vorbereitete Tabelle.

Depth-first search of graph G = (V,E)
unmark all nodes
init
for all s €V do
if s is not marked then
mark s
root(s)
DFS(s,s)
end if
end for

Procedure DFS(u,v : NodelD)
for all (v,w) € E do
if w is marked then
traverseNonTreeEdge(v,w)
else
traverseTreeEdge(v,w)
mark w
DFS(v,w)
end if
end for
backtrack(u,v)

Hinweis: Benutzen Sie die DFS-Nummerierung und die Fertigstellungszeit (finishing time).

Die nicht initialisierten Arrays dfsNum([], finishTime[] und result[] sind in passender Grofle
vorhanden.

(Losungsvorlage auf der nidchsten Seite)
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init:

dfsPos= 1; finishingTime= 1

root(s):

traverseTreeEdge(v,w):

traverseNonTreeEdge(v,w):

no operation

backtrack(u,v):

Lésung

Das Problem kann per DFS gelost werden. Folgende Beobachtung liefert den Schliissel zur
Losung: Ein Knoten v ist immer dann ein Gelenkpunkt, wenn im DFS-Subbaum unterhalb von
v keine Querkante existiert. Querkanten konnen erkannt werden, wenn DFS-Nummerierung und

finishing times bekannt sind.
init:

root(s):
traverseTreeEdge(v,w):
traverseNonTreeEdge(v,w):

backtrack(u,v):

dfsPos= 1; finishingTime= 1
dfsNum[s]:=dfsPos++
dfsNum[w]:=dfsPos++

no operation
finishTime[v]:=finishingTime++

result[v] = ((dfsNum[v] > dfsNum[w]) U
(finishTime[w] < finishTime[v])) wedge (result[w] A(v,w) € E)

Eine kreuzende Kante liegt vor, wenn (dfsNum[v] > dfsNum[w]) U (finishTime[w] < finish-
Time[v]) gilt. Deswegen wird im backtracking-Schritt diese Eigenschaft getestet. Siehe: Kurt
Mehlhorn, Peter Sanders. ,,Algorithms and Data Structures — The Basic Toolbox*, Springer

2008, S. 1791f.

Lésungsende
[3 Punkte]
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Aufgabe 3. Online-Algorithmen: Schiffsverkehr [12 Punkte]

Sie haben sich zusammen mit Freunden ein kleines Segelschiff {iber den Sommer gemietet. Da
das Schiff schon recht betagt ist, benotigen Sie vor jeder Ausfahrt eine Stunde, um das Schiff
auf die Fahrt vorzubereiten. Sie konnten aber auch einmalig einen Tag Arbeit (24 Stunden) in
das Schiff stecken, um es zu iiberholen. Danach konnten Sie mit nur 15 Minuten Vorbereitung
in See stechen. Da das Wetter diesen Sommer allerdings sehr durchwachsen ist und nicht klar
ist, wie oft Sie iiberhaupt segeln gehen werden, stellt sich die Frage ob bzw. wann sich die
Uberholung des Segelschiffs lohnt.

a. Wenn Sie das Schiff nach der Hilfte des Sommers iiberholen, was ist der schlechteste kom-
petitive Faktor (competitive ratio), der sich ergeben kann? [2 Punkt]

Lésung

Der schlechteste competetive ratio ist o, wenn das Schiff zwar {iberholt, aber nie benutzt wird.
Weder vor Uberholung noch danach. Ein optimaler Algorithmus wiirde das Schiff dann nie

iiberholen.
Algyorse . 24h

Algor  Oh

= o0

Lésungsende
b. Geben Sie die optimale Offline-Strategie an? [3 Punkt]

Lésung

Beachte, dass eine optimale Strategie entweder sofort das Schiff iiberholt oder gar nicht, also
cost(0) = 24h+ 0,25h - n und cost(e0) = 1h - n. Fiir beide Moglichkeiten gilt, dass Thre Ko-
stenfunktionen linear in n sind und dass es sich ab einem gewissen n = ng lohnt die 24h zu
investieren. Setzt man beide Kostenfunktionen gleich, ergibt sich

24h+0,25h-n = 1h-n
24h = 0,75h-n
32 = n

als Punkt ab dem es sich lohnt das Schiff zu iiberholen. Damit folgt als optimale Strategie in
Abhingigkeit von n.

nicht iiberholen #n < 32
sofort iiberholen else

OPT (n) = {

Lésungsende

(weitere Teilaufgaben auf dem nichsten Blatt)
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c. Sie iiberlegen sich, dass Schiff zu tiberholen, sobald Sie n Ausfahrten gemacht haben. Dabei
ist n nicht von vorn herein fest gelegt. Analysieren Sie den kompetetiven Faktor dieser Strategie
in Abhéngigkeit von n. [4 Punkte]

Lésung

Die gewihlte Strategie in Abhdngigkeit von n ist das Segelschiff immer zum letztmoglichen
Zeitpunkt zu iiberholen. Fiir diese Strategie sind die Kosten

cost(n) =n-1h+24h.

Der kompetetive Faktor einer von n abhéngigen Strategie ist also

n-1h+24h
min [(24+0,25-n);(1-n)]

comp(n) =

Lésungsende
d. Geben Sie den Wert fiir n an, bei welchem der kompetetive Faktor optimal ist [3 Punkte]

Lésung

Gesucht wird der Punkt der die Funktion comp(n) minimiert. Das ist offensichtlich das Mini-
mum der Funktion min [(24 40,25 -n); (1 -n)] und ist wie bereits berechnet n = 32.

Losungsende
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Aufgabe 4. Algorithmen-Entwurf: Grote Zahlen [6 Punkte]

Gegeben sei ein Stream aus Integerwerten, der iiber die Netzwerkschnittstelle empfangen wird.
Der Stream, welcher nur einmal gesendet und nicht wiederholt wird, ist zu gro8 um ihn auch
nur anndhernd im Hauptspeicher oder auf Festplatte zu speichern.

Sie mochten die k grofiten Werte aus diesem Stream extrahieren, allerdings brauchen diese
k Werte viel mehr Platz als der Hauptspeicher bietet. Sie miissen deshalb extern auf Platte
gespeichert werden. Skizzieren Sie einen I/O-effizienten Algorithmus fiir das Problem. Wieviele
I/0s werden bendtigt? Begriinden Sie kurz.

Lésung

Eine externe Priority-Queue wird benutzt. Ist das aktuelle Element groBer als das Minimum
wird es eingefiigt und eine DeleteMin-Operation ausgefiihrt.

e Vergleich des aktuellen Elements: Kein I/O notwendig, denn es braucht nur konstanten
Hauptspeicher. Das kleinste Element wird also immer vorgehalten im Speicher.

e Einfiigen eines neuen Elements: Insert in ~ 22(1 + [log,, /877 1) V/Os, DeleteMin: “amor-
tisiert umsonst®, Folie 275

Lésungsende
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Aufgabe 5. Suffix-Arrays und -Bdume [6 Punkte]

Gegeben sei folgender Suffix-Baum fiir einen String S. Es gilt $ <a <b <...< z.

a. Geben Sie S an. [1 Punkte]
Lésung
udubudu$
Lésungsende

b. Geben Sie das Suffix-Array fiir S an. [2 Punkte]
Losung

i | SAli] | Suffix

1 81|89

2 4 | budu$

3 6 | dus

4 2 | dubudus$

5 7| us

6 3 | ubudu$

7 5 | udu$

8 1 | udubudus$

Akzeptiert werden Losungen, die mindestens die Spalte SA[i] oder die sortierte Liste der Suffixe
angeben.

Lésungsende

(weitere Teilaufgabe auf dem néchsten Blatt)
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c¢. Geben Sie das Ergebnis der Burrows-Wheeler Transformation fiir S an.
Hinweis: Achten Sie darauf das Abschlusszeichen $ zu verwenden.
[3 Punkte]

Lésung

Die BWT ist die letzte Spalte aus der lexikographischen Sortierung aller (zyklischen) Rotatio-
nen des Originalstrings:

Rotationen | Sortiert Output
udubudu$ | Sudubudu
dubudus$u | budus$udu
ubudus$ud | duSudubu
budu$Sudu | dubudusu
uduSudub | uSudubud
duSudubu | ubudusud
uSudubud | udus$udub
Sudubudu | udubudus

~.

O J oy U W N

Lo AL ce € <

Lésungsende
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Aufgabe 6. Algorithmen-Entwurf: Dyck-Sprache [8 Punkte]

Die Sprache der wohlgeformten Klammerausdriicke ist rekursiv definiert als:
e () ist wohlgeformt,

e sind K| und K, wohlgeformt, so sind dies auch (Kj), (K>) und K K>.

Geben Sie einen parallelen Algorithmus an, der in O(log p +n/p) priift, ob ein gegebener Aus-
druck A wohlgeformt ist. Begriinden Sie die Ausfiihrungszeit.

Lésung

Beobachtung: An jeder Stelle A[i] in einem wohlgeformten Klammerausdruck gilt, dass die Zahl
der’)" im Interall [A[0]...A[i]] immer Kleiner gleich der Zahl der '(’ ist.

Mit anderen Worten: Es gehen nie mehr Klammern zu als zuvor aufgegangen sind.

Nun wird die Prifixsumme fiir jede Stelle von A berechnet, wobei’(’ +1 und ")’ —1 entspricht.
Fiir eine wohlgeformte Klammerung muss gelten:

e Die Prifixsummen Sy [i],0 < i < n sind nie kleiner Null,
o Syln—1]=0,n=|A]

Die parallele Rechenzeit wird von der Zahl der Kommunikationsschritte dominiert. Fiir p Pro-
zessoren ist diese fiir eine Priifixsumme gleich O(log p). Die lokale Uberpriifung kostet noch
einmal n/p Rechenzeit.

Alternative Idee:

Auf jeder CPU berechne:
e Zahl fehlender 6ffnender Klammern links, und
e Zahl fehlender schlieBender Klammern rechts.

Benachbarte Ausdriicke werden reduziert, wobei jeweils die Hilfte der CPUs nach einem Schritt
fertig ist.

Achtung: Sonderfall leeres Wort. Lésungsende
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Aufgabe 7. Rechenaufgabe: Streckenschnitt [9 Punkte]

Im Folgenden ist ein Zustand des aus der Vorlesung bekannten plane sweep Algorithmus zum
Finden von Streckenschnitten abgebildet. Links sehen Sie eine graphische Reprisentation, rechts
den Inhalt der Prioritidtswarteschlange Q und der sortierten Sequenz 7'. Q enthilt die abzuarbei-
tenden Ereignisse als Tripel ( y-Position, Typ, betroffene Strecke(n) ), hdchste y-Position zuerst.
T enthilt die von der sweep line geschnittenen Strecken in zunehmender x-Position.

Tragen Sie in die vorbereiteten Tabellen, die Zustidnde von Q und T fiir die folgenden drei Ite-
rationen des Algorithmus ein. Zeichnen Sie ebenfalls die Sweep-Line ein. Q darf durch eine
sortierte Liste reprisentiert werden.

N Q: T:

(9, start, {B}) A
(5, start, {C})
(4, finish, {A})
(
(

2, finish, {C})
1, finish, {B})

0 1
Schritt O (gegeben)

N Q: T
i A

10]

i B

5| C

1

L L L B B B B B
Schritt 1

Fortsetzung auf der ndchsten Seite
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Fortsetzung von Aufgabe 7

Schritt 2

Schritt 3




zusitzlich, bei Bedarf verwenden

Lésung

Q:

(9, start, {B})
(5, start, {C})
(4, finish, {A})
(2, finish, {C})
(1, finish, {B})

Q:

(7, isect, {B,A})
(5, start, {C})
(4, finish, {A})
(2, finish, {C})
(1, finish, {B})

>




N Q: T:

5, start, {C}) A
4, finish, {A}) B
2, finish, {C})
1, finish, {B})

A~ N N

0 \1 Tttt 1Tt T T T T T T TTX
Schritt 2
N Q: T:
(4, finish, {A}) A
(4, i.sect, {B,C}) | | B
(2, finish, {C}) C
(1, finish, {B})
0 \1 T T T T 1T T 1 T T 1T T 1T 1T T 7T T1°x
Schritt 3

Lésungsende




